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Рассмотрены содержание и использование в инженерном образовании понятий ев-
клидова многомерного пространства и n-мерной наглядной геометрии. Представле-
ны основные понятия многомерной геометрии: размерность пространства, степе-
ни свободы подпространств и параметрические свойства объектов. Приведены 
примеры использования понятия многомерного пространства в общеинженерных 
дисциплинах. Анализ примеров показывает, что приведенные выше основные поня-
тия многомерной геометрии, такие как размерность пространства, степени сво-
боды подпространств и параметризация геометрических фигур и условий, изучают-
ся в общеинженерных дисциплинах высших учебных технических заведений в приме-
нениях к конкретным наукам и входят в структуру знаний современного инженера. 
Представленный материал объясняет, как именно в технике нашло применение по-
нятия абстрактного пространства. Пустого абстрактного пространства не бы-
вает. Разнообразию возможных совокупностей объектов, заполняющих простран-
ство, и различных отношений между ними в технике отвечает неограниченное  
разнообразие пространств.  
 
Ключевые слова: евклидово многомерное пространство, наглядная многомерная 
геометрия, общеинженерные дисциплины  

Введение. В результате обобщения понятия пространства термин 
«пространство» получил в науке два значения: с одной стороны, это 
обычное реальное пространство — универсальная форма существо-
вания материи, с другой стороны, это абстрактное пространство — 
совокупность однородных объектов (явлений, состояний и т. п.), в 
котором имеются пространственно-подобные отношения [1]. 

В реальном пространстве не существует представления о про-
странстве «самом по себе», пространстве без материи, так как «абсо-
лютно» пустое пространство превращается в ничто. Пустого аб-
страктного пространства также не бывает. Разнообразию возможных 
совокупностей объектов и различных отношений между ними отве-
чает неограниченное разнообразие пространств. 

Принятое в современной геометрии определение понятия про-
странства и фигуры исходит из понятия множества. Пространство 
определяется как множество каких-либо элементов (точек) с услови-
ем, что в этом множестве установлены некоторые соотношения, 
сходные с обычными пространственными отношениями. Фигура опре-
деляется как произвольное множество точек в одном пространстве. 
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Пространство оказывается евклидовым с достаточной точностью 
в областях, малых в сравнении с космическими масштабами. Вся 
техника, поскольку в ней фигурируют формы и размеры тел, пользу-
ется евклидовой геометрией, дополненной декартовой системой ко-
ординат. Поэтому пространства космического масштаба и другие не-
евклидовые, а тем более реальное физическое пространство в данной 
работе не рассматриваются. 

Понятие многомерного пространства. Общее реальное основа-
ние для введения понятия многомерного пространства базируется на 
том положении, что если какая-либо фигура или состояние какой-
либо системы задается n данными, то эту фигуру или это состояние 
можно представить как точку некоторого n-мерного пространства. 
Таким образом, множество всех точек М (Х1, Х2, ..., Хn) при всевоз-
можных действительных значениях координат называют n-мерным 
пространством. Фигура в n-мерном пространстве — это геометриче-
ское место или множество точек, удовлетворяющих тем или иным 
условиям. Например, n-мерный шар определяется как множество точек, 
удаленных от данной точки не далее, чем на заданное расстояние R. 

Абстрактность понятия многомерного пространства подчеркива-
ется тем, что в n-мерной геометрии все подпространства принято назы-
вать плоскостями с указанием их размерности. Например, точка — это 
0-плоскость с размерностью 0; прямая — это 1-плоскость с размер-
ностью 1; обычная плоскость — это 2-плоскость с размерностью 2; 
трехмерное пространство — это 3-плоскость с размерностью 3 и т. п. 
При этом каждая р-плоскость, где p < n, определяется заданием (р + 1) 
точки и полностью принадлежит n-плоскости (n-мерному простран-
ству). Эти р-плоскости называются линейными подпространствами 
многомерного (n-мерного) пространства. 

Наиболее широкое применение понятие абстрактного простран-
ства находит в самой геометрии. Геометрия многомерного простран-
ства строилась сначала путем формального обобщения обычной ана-
литической геометрии на произвольное число измерений. Геометри-
ческий подход к изложению n-мерной геометрии разработан Шлефли 
на примере правильных многогранников многомерного пространства 
и обобщен сам геометрический метод исследования вне зависимости 
от аналитического аппарата, что придало ему реальную наглядность. 

Выведено математическое определение абстрактного n-мерного 
декартового пространства, которое обозначается как Rn. Число n 
называется размерностью пространства или числом измерений и со-
ответствует числу независимых координат. Таким образом, про-
стейшими геометрическими фигурами размерностей 0, 1, 2, 3, 4 яв-
ляются соответственно точка (R0), отрезок (R1), треугольник (R2), 
тетраэдр (R3), четырехмерный симплекс (R4). Этот подход в наиболее 
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полной мере отвечает понятию наглядности в многомерной геометрии. 
Это делает ее более доступной для понимания при изучении [2, 3]. 

Многомерная геометрия естественным образом объединяет в себе 
такие понятия, как размерность пространства, степени свободы и па-
раметры геометрической фигуры. Размерностью пространства в ма-
тематике называют число независимых координат, в механике — 
число степеней свободы, в конструктивной геометрии — число неза-
висимых параметров. Тогда, принимая точку за основной элемент 
пространства, говорят, что на прямой (одномерное пространство) 
точка определяется заданием одной координаты, имеет одну степень 
свободы и один параметр; на плоскости (двумерное пространство) —
двумя координатами, двумя степенями свободы и двумя параметра-
ми; в трехмерном пространстве — тремя координатами, тремя степе-
нями свободы и тремя параметрами и т. п. 

Использование многомерной геометрии в общеинженерных 
дисциплинах, изучаемых во втузах. В инженерной геометрии при 
решении прикладных задач определяют для i подпространств раз-
мерность вмещающего (содержащего) их пространства (n) и про-
странства пересечения (r). Например, для двух подпространств раз-
мерностями р1 и р2 расчеты ведут по известным формулам соответ-
ственно [4]: 

n = p1 + p2 + 1;                                            (1) 

r = p1 + p2 – n.                                             (2) 

При анализе взаимного положения двух линейных подпро-
странств могут иметь место следующие случаи. 

1. Две прямые (p1 = p2 = 1): 
а) не имеющие общих точек — принадлежат, согласно (1), 

вмещающему их пространству минимальной размерности  n = 1 + 1 + 
+ 1 = 3; 

б) пересекающиеся в точке (r = 0) — принадлежат, согласно (2), 
вмещающему их пространству минимальной размерности 0 = 1 + 1 – n; 
n = 2. 

2. Прямая и плоскость (р1 = 1; р2 = 2): 
а) не имеющие общих точек — принадлежат  вмещающему их 

пространству минимальной размерности  n = 1 + 2 + 1 = 4; 
б) пересекающиеся в трехмерном пространстве (n = 3) — опре-

деляют пространство  пересечения  размерности  r = 1 + 2 – 3 = 0 
(точка). 

3. Две плоскости  (р1 = р2 = 2): 
а) не имеющие общих точек – принадлежат  вмещающему их 

пространству минимальной размерности  n = 2 + 2 + 1 = 5; 
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б) пересекающиеся в трехмерном пространстве (n = 3) — опре-
деляют пространство пересечения размерности  r = 2 + 2 – 3 = 1 
(прямая); 

в) пересекающиеся в четырехмерном пространстве (n = 4) — 
определяют пространство пересечения размерности r = 2 + 2 – 4 = 0 
(точка). 

Для сравнения:  размерность пространства пересечения трех (i = 3) 
плоскостей (р1 = р2 = р3) в трехмерном пространстве (n = 3) определится 
как r = р1 + р2 + р3 – n (i – 1), т. е.  r = 2 + 2 + 2 – 3 (3 – 1) = 0 (точка). 

4. Два трехмерных пространства  (р1 = р2 = 3): 
а) не имеющие общих точек — принадлежат вмещающему их 

пространству минимальной размерности  n = 3 + 3 + 1 = 7; 
б) в четырехмерном пространстве  (n = 4) пересекаются по 

плоскости, так как r  = 3 + 3 – 4 = 2 (плоскость). 
5. Прямая (р1 = 1), плоскость (р2  = 2) и трехмерное пространство 

(р3 = 3) не имеют общих точек, т. е. будут скрещивающимися, если 
принадлежат пространству,  размерность n которого не ниже n = 1 + 
+ 2 + 3 + 3 – 1 = 8. 

6. В шестимерном пространстве (n = 6) 2-плоскость (р1 = 2) и 3-
плоскость (р2 = 3) являются скрещивающимися, так как размерность r 
пространства пересечения отрицательная,  r = 2 + 3 – 6 = –1. 

На основе использования в геометрии понятия многомерного 
расширенного евклидова пространства и идей исчислительной гео-
метрии была создана параметрическая геометрия для решения вопросов 
задания, конструирования и исследования геометрических образов, а 
также явлений и процессов [5–7]. В прикладной геометрии в связи с 
развитием вычислительной техники в настоящее время наблюдается 
повышение интереса к идеям параметрической геометрии. 

Метод подсчета параметров — параметризация — широко при-
меняется в физике, механике,  математике и других областях науки и 
техники. Под параметражом геометрических фигур понимают спосо-
бы,  процесс и результат подсчета числа независимых параметров, 
определяющих фигуру по форме и положению ее в пространстве 
среди множества соответствующих фигур. 

Известна формула для определения общего числа независимых 
параметров, т. е. параметрического числа — числа условий Р, требу-
емых для определения линейных пространств: прямых, плоскостей, 
р-плоскостей  в  n-пространстве [4]: 

Р = (n – р)(р + 1).                                           (3)  

Согласно (3), параметрическое число  Р прямой (р = 1), принад-
лежащей плоскости (n = 2), равно  (2 – 1)(1 + 1) = 2, а принадлежащей 
трехмерному пространству (n = 3) равно (3 – 1)(1 + 1) = 4. Если пря-
мая принадлежит пятимерному пространству, то Р = (5 – 1)(1 + 1) = 8. 
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Если на плоскость наложены дополнительные условия, например, 
она проходит через (r + 1) фиксированную точку, тогда ее парамет-
рическое число определится по формуле  

        Р = (n – р)(р – r).                                          (4)  

Например, множество прямых (р = 1) плоскости (n = 2), прохо-
дящих через точку (r = 0), составляет пучок, т. е. однопараметриче-
ское множество, и, согласно (4), Р = (2 – 1)(1 – 0) = 1. Множество 
плоскостей (р = 2) трехмерного пространства (n = 3), проходящих че-
рез точку (r = 0), составляет связку, и Р = (3 – 2)(2 – 0) = 2. 

Для того чтобы задать некую окружность на плоскости, необхо-
димо задать три ее параметра: радиус и две координаты ее центра,  
т. е. Р = 3. Если таких окружностей,  например, три  (N = 3), то необ-
ходимо задать Р = 3N параметров, т. е. Р = 3 · 3 = 9 независимых па-
раметров. Это определит размерность n операционного пространства 
для их размещения, равную  n = Р,  т. е. n = 9  (9-мерное простран-
ство). Для задания шара необходимо задать его радиус и три коорди-
наты центра, всего четыре независимых параметра. Тогда для трех 
независимых шаров (N = 3) потребуется задать Р = 4 · 3 = 12 незави-
симых параметров. Размерность n операционного пространства для 
их размещения, равная числу независимых параметров  Р, составит   
n = 12 (12-мерное пространство). 

В учебном курсе теоретической механики изучается обычное 
механическое движение твердых тел в евклидовом пространстве, до-
полненном тремя декартовыми координатами. При задании движения 
твердого тела в механике его положение в пространстве считают 
определенным, если известно положение трех его базисных точек, не 
лежащих на одной прямой и неизменно связанных с телом. Посколь-
ку на девять координат этих трех точек наложено три ограничения, 
выражающих неизменность расстояния между точками, то число не-
зависимых координат, задающих положение свободного тела в про-
странстве, а значит, и число степеней его свободы равно шести. Дви-
жение такого тела может быть всегда представлено как вращение во-
круг и перемещение вдоль трех произвольно выбранных взаимно 
перпендикулярных осей. 

В общем случае движения твердого тела можно говорить об аб-
страктном шестимерном пространстве R6 как о пространстве размер-
ностью n = 6, где может осуществляться это движение. Фиксируя не-
которые координаты, можно воспроизводить различные частные 
случаи движения тела с меньшим числом степеней свободы, т. е. в 
пространстве меньшей размерности. Другим вариантом сокращения 
числа степеней свободы движения твердого тела является установле-
ние какой-либо функциональной зависимости между двумя или не-
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сколькими обобщенными координатами. Использование современно-
го числового программного управления позволяет организовать дви-
жение тела (например, режущего инструмента) по заданной траекто-
рии, т. е. в абстрактном одномерном пространстве многокоординат-
ного станка (рис. 1). 

 

  
Рис. 1. Обработка пуансона на 5-координатном станке с числовым программным 
управлением. Размерность операционного пространства n = 1,  т. е. это простран-

ство является одномерным (R1) 
 

Идеи многомерной геометрии нашли применение и в курсе такой 
общеинженерной дисциплины, как «Теория механизмов и машин».  
В применении к конкретным механизмам общие методы используются 
также в курсах «Детали машин», «Детали приборов». Они основаны на 
тех закономерностях в структуре (строении) самых различных меха-
низмов, которые связывают число степеней свободы (обозначаемое как 
W) механизма с числом звеньев и числом и видом его кинематических 
пар [8]. Эта величина W и будет определять размерность операционного 
пространства, т. е. пространства, в котором изучается созданный меха-
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низм. Таким образом, размерность операционного пространства зависит 
только от содержания этого пространства, т. е. от размерности кон-
струкции содержащегося в этом пространстве механизма. 

Рассмотрим конкретную задачу, решаемую в робототехнике при 
проектировании и управлении промышленными роботами. Задача 
заимствована из [8, рис. 24.2]. 

В процессе выполнения операции с объектами в большинстве 
случаев манипуляторы имитируют движение рук человека. Поэтому 
структурная схема манипулятора должна обладать кинематическими 
характеристиками, аналогичными характеристикам руки человека 
(рис. 2).  

 

  
Рис. 2. Структурная схема (а)  промышленного робота, имитирующего движение 
рук человека (б). Размерность операционного пространства, содержащего данный 

механизм, W = 7 (соответствует 7-мерному пространству R7) 
 

Подвижности, имеющиеся у руки человека (без учета подвижно-
сти пальцев), можно обеспечить с помощью пространственной кине-
матической цепи, состоящей из N = 3 звеньев: звено А с подвижно-
стью WA = 3; звено В — с WB = 1; звено С — с WС = 3. Тогда число 
степеней свободы данного пространственного механизма (W) опре-
деляется как 

W = WA + WВ  + WС = 3 + 1 + 3 = 7. 

Размерность операционного пространства, содержащего исследу-
емый механизм, согласно представлениям многомерной геометрии, 
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равна числу независимых координат механизма, т. е. числу незави-
симых степеней свободы. Поэтому размерность рассматриваемого 
пространства Rn равна  n = W = 7  и зависит только от конструкции 
механизма. С учетом всех звеньев и в самой кисти имели бы W = 27, 
т. е. абстрактное операционное пространство R27 с 27 степенями сво-
боды. Такое многомерное пространство становится вполне нагляд-
ным исходя из схемы конструкции и логики ее создания, а также 
представлений многомерной геометрии (см. рис. 2). 

Еще один пример, уже из области метрологии [9].  
Если ранее измерение и контроль трехмерных объектов основы-

вался на измерении сечений, то сегодня многие доступные CАD-
системы и системы анализа предоставляют интерфейс для массива 
точек, содержащего, например, до N = 1 300 000  точек, который служит 
выходными данными систем оцифровки. Современные контрольно-
измерительные машины измеряют одновременно в трех декартовых 
координатах, а технология сканирования позволяет за один раз захва-
тывать 1000 и более точек. В этом методе измерения и контроля пер-
воисточником является трехмерная электронная модель объекта. 

Таким образом, размерность пространства контролируемой по-
верхности изделия дает представление о Р = 3N-мерном абстрактном 
пространстве R3N, где N может достигать 1 300 000 контролируемых 
точек. Данные могут быть представлены в виде таблиц, диаграмм, 
графиков с визуальным показом положения и значений отклонений 
всех независимых координат. Наглядность представленного такого 
многомерного контролируемого пространства совершенно очевидна. 

Абстрактное пространство может даже мало походить на обычное 
пространство. Известно, что в кинетической теории газов рассматрива-
ют абстрактные, так называемые фазовые пространства системы ма-
териальных точек — молекул газа (пример из [1]). Движение одной ча-
стицы в каждый момент определяется ее положением и скоростью, 
что дает всего шесть величин: три координаты и три составляющие 
скорости (по трем осям координат). Состояние N частиц задается 6N 
величинами, и так как молекул много, то 6N — огромное число. Тем 
не менее физики говорят о 6N-мерном фазовом пространстве систе-
мы молекул. Точка в этом пространстве изображает состояние всей 
массы молекул с их координатами и скоростями. Движение точки 
изображает изменение состояния. 

Анализ приведенных выше примеров показывает, что такие ос-
новные понятия многомерной геометрии, как размерность про-
странств, число степеней свободы и параметризация геометрических 
фигур и условий, давно известны и, естественно, изучаются в об-
щеинженерных дисциплинах втузов в применении к конкретным 
наукам. Это позволяет на обобщающем примере из геометрии пока-
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зать, как получаются наглядные изображения многомерного евкли-
дова пространства  RP разной размерности (Р). 

Рассмотрим твердое тело в системе n декартовых координат хn и 
рассчитаем размерность операционного пространства RР. Результаты 
расчета и наглядные изображения приведены в таблице: 

 
Твердое тело в системе n декартовых 

координат xn RP 

Расчет по формуле 
P = nN – s 

P Параметраж 
твердого тела 

Движение твер-
дого тела 

 
R1 

1 n = 1, N = 2,  
s = 1,  

P = 1·2 – 1 = 1 

Одно поступа-
тельное вдоль 
оси 

 

R3 

3 n = 2, N = 3,  
s = 3,  

P = 2·3 – 3 = 3 

Два поступа-
тельных вдоль 
двух осей + 
одно вращение 
вокруг точки 

 

R6 

6 n = 3, N = 4,  
s = 6,  

P = 3·4 – 6 = 6 

Три поступа-
тельных вдоль 
трех осей + три 
вращения во-
круг трех осей 

 

R10 

10 n = 4, N = 5,  
s = 10,  

P = 4·5 – 10 =  
= 10 

Четыре посту-
пательных 
вдоль четырех 
осей + шесть 
вращений во-
круг шести 
плоскостей 

 
Твердым телом или неизменяемой системой называют такую ме-

ханическую систему, которая состоит из множества материальных 
точек, заполняющих сплошным образом некоторую часть простран-
ства. Основным свойством твердого тела является неизменность рас-
стояний между любыми двумя точками. Движение такого тела воз-
можно только в евклидовом пространстве. 

Точка в многомерном пространстве определяется n декартовыми 
координатами х1, х2, ..., хn. В таблице представлены четыре коорди-
натные системы с декартовыми координатами х1;  х1, х2; х1, х2, х3; х1, х2, 
х3, х4. Поскольку в n-мерной геометрии число точек, задающих р-
плоскость в системе с n координатами, принимают на единицу больше 
числа координат (n), число базисных точек твердого тела  N = n + 1. 

Параметраж геометрической фигуры в данном случае позволяет 
прямым подсчетом выявить число наложенных на систему геометри-
ческих связей (s) и определить тем самым число независимых между 
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собой параметров среди общего числа параметров, равного nN. Это 
число независимых параметров (за вычетом геометрических связей) 
определяет и размерность пространства, и число степеней свободы 
(Р), и параметрическое число данного пространства, согласно уни-
версальной зависимости Р = nN – s (см. таблицу).  

Размерность абстрактного пространства RP равна числу суще-
ствующих в нем независимых параметров (Р), являющихся его коор-
динатами. В механике таким независимым координатам соответству-
ет число степеней свободы, т. е. число независимых между собой 
возможных перемещений. Из таблицы  видно, сколько и каких пере-
мещений может осуществляться в рассматриваемых четырех систе-
мах координат. Таким образом, многомерное евклидово простран-
ство может быть наглядно изображено и доступно для понимания, 
исходя из логики его образования и простых понятий многомерной 
геометрии. 

Заключение. Представленный материал показывает, как именно 
в технике нашло применение понятие абстрактного пространства. 
Абстрактное пространство — это не пустое пространство, а то, что в 
нем содержится, т. е. его наполнение разным содержанием. Содержа-
ние абстрактного пространства в инженерной практике — это разного 
рода конструкции, разные формы взаимодействующих объектов, их пе-
ремещения,  т. е. вполне реальные действия, а не экзотическая игра ума. 

Очень важным представляется мнение академика А.Д. Алексан-
дрова [1], который отмечает, что «...до студентов должна быть дове-
дена идея о том, что понятие абстрактного пространства имеет 
вполне реальное основание, оно отражает действительность и было 
вызвано потребностями науки, а не праздной игрой воображения...» 
И, как видим, доведено до технических применений. 

Такой подход позволяет поставить вопрос о целесообразности 
использования наглядной многомерной геометрии в общеинженер-
ном техническом образовании в качестве составляющей междисци-
плинарного базового курса. Это дает полное основание для введе-
ния в программы кафедр инженерной графики пропедевтического 
курса наглядной многомерной геометрии в составе предлагаемой 
дисциплины «Наглядная инженерная геометрия» [10, 11]. При  таком 
подходе кафедры инженерной графики смогут сохранить геометрию 
в качестве научного направления в своей деятельности в условиях 
перехода на современные информационные технологии, когда созда-
ние электронной модели заменяет собой создание чертежа. 

В [3] рассмотрены примеры, показывающие возможность совмест-
ного выстраивания наглядной геометрии и понятия многомерного про-
странства в учебной программе по геометрической подготовке студентов. 
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Обновление программ по геометро-графической подготовке для 
бакалавриата технического университета в предложенном виде, 
наряду с переходом на 3D-моделирование [12], обеспечит междисци-
плинарные связи не только с кафедрами профессиональной подго-
товки, но и с кафедрами общеинженерных дисциплин, а также 
межвузовские связи. Это отвечает ведущим тенденциям в потребно-
сти инженерной подготовки и встраиванию предметного обучения в 
компетентностную модель подготовки будущего инженера.  
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The paper focuses on the content and usage of the concepts of Euclidean multidimensional 
space and n-dimensional visual geometry in engineering education. The basic concepts of 
multidimensional geometry are presented: the dimension of space, the subspaces degrees of 
freedom and the parametric properties of objects. The study gives examples of using the 
concept of multidimensional space in general engineering disciplines. Analysis of the ex-
amples shows that the above basic concepts of multidimensional geometry, such as the di-
mension of space, the subspaces degrees of freedom and the parametrization of geometric 
figures and conditions are studied in general engineering disciplines of higher technical 
educational institutions in applications to specific sciences and are included in the 
knowledge structure of a modern engineer. The presented material explains exactly how the 
concept of abstract space was applied in technology. There is no empty abstract space. The 
diversity of possible sets of objects filling the space and various relationships between them 
corresponds to an unlimited variety of spaces in technology. 
 
Keywords: Euclidean multidimensional space, visual multidimensional geometry, inter-
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